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ie Ermittlung der Leistung von Stetigfordersyste-

men ist eine der elementaren Aufgaben bei der
Systemplanung. Das innerhalb des Beitrages beschrie-
bene Verfahren soll es ermoglichen, den Einfluss von
Staus aufgrund von stochastischen Prozessen in diesem
Zusammenhang zu beriicksichtigen, ohne hierfiir auf-
wendige Simulationsstudien durchfithren zu miissen.
Dabei soll insbesondere die leistungs- und abnahme-
gerechte Gestaltung der Systeme auf Basis der VDI-
Richtlinie 4486 ,Leistungsverfiigharkeit“ unterstiitzt
werden. Der Schwerpunkt liegt auf der Untersuchung
und der mathematischen Beschreibung der technischen
Prozesse in stetigen Verzweigungselementen, insb. bei
getakteten Eingangsstromen. Die dabei entwickelte Be-
rechnungsmethode wird anhand eines Beispiels demons-
triert. Der Beitrag schlie3t mit einer kurzen Zusammen-
fassung und einem Fazit.

[Schliisselwérter: Stauprognose, Stetigfordersysteme, Verzwei-
gungselement, getakteter Strom, stochastische Abfertigung]

D etermining the performance of continuous convey-
or systems is one of the fundamental tasks during
the planning stage. The method presented in this paper
considers the influence of congestion due to stochastic
processes in this context, instead of performing complex
simulation studies. The method should also support the
performance- and approval-related design of the sys-
tems in particular on the basis of VDI guideline 4486
"Performance availability'. This paper focusses on the
investigation and the mathematical description of the
technical processes in continuous branching elements,
especially with clocked material flows. The developed
calculation method is demonstrated with a simple exam-
ple. The paper ends with a short summary and conclu-
sion.

[Keywords: Congestion forecast, continuous conveyor systems,
branching element, clocked material flow, first-come-first-
served]
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1 EINLEITUNG

Der Fokus aktueller Entwicklungen im Bereich der
Intralogistiksysteme liegt zunehmend auf flexiblen, an-
passungsfahigen Systemen, die vielfach auf autonome
Fahrzeuge und damit Unstetigforderer setzen. Dennoch
gibt es weiterhin eine Vielzahl von Anwendungsfallen,
insbesondere im mittleren bis hohen Leistungssegment,
die das Prinzip der stetigen Forderung und damit den Ein-
satz von Stetigfordertechnik erfordern. Flexibilisierungs-
bemiihungen in diesem Bereich betreffen in erster Linie
die Moglichkeit zur Anpassung der Systemstruktur und
der daraus resultierenden Forderwege, nicht jedoch das
Forderprinzip selber. Insofern sind die existierenden Me-
thoden fiir die Leistungsermittlung weiterhin geeignet,
strukturflexible Systeme zu untersuchen. Im Hinblick auf
die Anwendung der VDI-Richtlinie 4486 gilt es zu priifen,
inwiefern die existierenden Methoden die fiir die abnah-
megerechte Gestaltung der Systeme notwendigen Kenn-
groBen ermitteln konnen. Neben der grundsétzlichen Eig-
nung ist im Rahmen der Systemplanung der Aufwand fiir
die Anwendung der Methoden eine zentrale Einflussgro-
Be, da zu diesem Zeitpunkt u.U. eine Vielzahl von Varian-
ten zu untersuchen ist. Analytische Ansidtze bieten den
Vorteil, dass sie unmittelbar eine abgesicherte Losung lie-
fern, wihrend bei einer Simulation neben dem Modellie-
rungsaufwand zusétzlich eine Vielzahl an Experimenten
durchgefiihrt werden muss. Insofern erscheint es sinnvoll,
bestehende analytische Verfahren auf ihre Eignung zu
iiberpriifen und ggf. zu neuen Verfahren weiter zu entwi-
ckeln.

1.1 PROBLEMSTELLUNG

Fordersysteme dienen im Allgemeinen der Ortsver-
dnderung von Objekten und Giitern von Quellen zu Sen-
ken. Je nach Struktur des Fordersystems entstehen dabei
an Kreuzungen unterschiedlicher Materialfliisse soge-
nannte Konfliktpunkte. An diesen Stellen werden entwe-
der Materialfliisse zusammengefiihrt oder verzweigt,

Seite 1



wodurch es zu Verzogerungen aufgrund der Belegungssi-
tuation des jeweiligen Konfliktpunktes kommen kann. Die
existierenden analytischen Verfahren ermitteln beispiels-
weise den Durchsatz bei konfliktfreiem Durchlauf, die
Auslastung des Knotens und den daraus resultierenden
maximalen Durchsatz oder die Anzahl der im Mittel in
der Warteschlange befindlichen Objekte (vgl. [Gro84];
[Gud10]; [Fur00]; [Ral98]). Im Hinblick auf die Anwen-
dung der VDI-Richtlinie 4486 erscheinen diese Verfahren
jedoch aus verschiedenen Griinden nicht ausreichend. Die
VDI-Richtlinie 4486 definiert die Leistungsverfiigbarkeit
als Erfiillungsgrad eines definierten Geschéftsprozesses
[VDI4486]. Konkret bedeutet dies, dass die Anzahl der
piinktlichen Objekte in Bezug zur gesamten Objektanzahl
gesetzt wird. Die Piinktlichkeit kann dabei entweder iiber
Wartezeiten an der Schnittstelle zum néchsten Prozess
oder die Einhaltung definierter Laufzeiten definiert wer-
den. Im letzteren Fall gilt es folglich, eine geeignete Vor-
gabe fiir die Objektlaufzeit zu finden, die systembedingte
Verzdgerungen beriicksichtigt. Das Minimum der Objekt-
laufzeit kann iiber die technischen Parameter (Distanzen,
Fordergeschwindigkeiten, Mindestabstéinde etc.) ermittelt
werden und stellt den Fall des konflikt- und damit verzo-
gerungsfreien Objektdurchlaufs dar. Fiir die Bestimmung
eines sinnvollen Vorgabewertes ist diese untere Schranke
nur bedingt geeignet, da die zugrunde liegende Situation
in realen Systemen nicht den Normalfall darstellt.

1.2 ZIELSETZUNG UND VORGEHENSWEISE

Das Ziel des Beitrages ist es daher, in Abhingigkeit
der Systemstruktur und der resultierenden Last der Kno-
ten die Gesamtzahl der an den Knoten durch Staus verzo-
gerten Objekte zu ermitteln. Neben der Bestimmung einer
Soll-Laufzeit ermdglicht dies die Festlegung von MaB-
nahmen, um die auftretenden Verzogerungen zu reduzie-
ren. Die existierenden Methoden aus den Bereichen der
Grenzleistungsrechnung und der Warteschlangentheorie
liefern hierzu keinen geeigneten Ansatzpunkt, da sie ent-
weder die benétigten GroBen nicht ermitteln kdnnen oder
eine zu starke Abstraktion von der Realitit notwendig ist.
Im Folgenden wird der innerhalb der Knoten ablaufende,
technische Prozess realititsgetreu untersucht. Dazu wer-
den zunidchst alle relevanten Einflussgrofen identifiziert
und zueinander in Beziehung gesetzt. Aufgrund des Um-
fangs beschiftigt sich der Beitrag anschlieBend nur mit
der Untersuchung von Verzweigungselementen. Wahrend
bei Zusammenfiihrungen intuitiv nachvollzogen werden
kann, dass es zu Verzdgerungen vor dem Knoten auf-
grund der aktuellen Belegungssituation kommen kann, er-
scheint dies fiir Verzweigungen zunéchst nicht plausibel.
Bei genauerer Betrachtung kann es in Abhéingigkeit von
der Technik vor Verzweigungen ebenfalls zu Verzoge-
rungen von Objekten kommen. Diese sind mitunter als
kritischer zu bewerten, da sie von der Ankunftsreihenfol-
ge der Objekte und den daraus resultierenden Schaltvor-
gingen abhidngen. Wéihrend bei Zusammenfithrungen
durch Auswahl der Strategie und durch die Moglichkeit,
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auf alle eingehenden Stromrichtungen unmittelbar zugrei-
fen zu konnen, die Anzahl der Schaltvorgénge direkt be-
einflusst werden kann, ist dies bei Verzweigungen nicht
unmittelbar mdglich. Die ankommenden Objekte konnen
nur in der Reihenfolge ihrer Ankunft abgefertigt werden.
Die mathematische Beschreibung dieser zufélligen Objek-
tankiinfte und die daraus resultierende Moglichkeit zur
vollstdndigen Zerlegung des Eingangsstromes in Folgen
von schaltenden und nicht-schaltenden Objekten sind we-
sentliche Grundlagen fiir das Verstindnis der ablaufenden
Prozesse und die weiteren Berechnungen. Auf dieser Ba-
sis wird in Kapitel 3 ein Modell zur Abschitzung der
durch Stau verzogerten Objekte entwickelt und in Kapi-
tel 4 an einem Beispiel demonstriert. Der Beitrag schlief3t
mit der Zusammenfassung der wesentlichen Erkenntnisse
und einem kurzen Ausblick in Kapitel 5.

2  GRUNDLAGEN

Die existierenden analytischen Methoden zur Leis-
tungsermittlung von Fordersystemen lassen sich im We-
sentlichen in drei Kategorien unterteilen: die klassische,
konfliktfreie Durchsatzberechnung, die Grenzleistungs-
rechnung und die Warteschlangentheorie. Alle drei finden
sich in den Standardwerken der Materialflusssysteme in
unterschiedlicher Detaillierung (vgl. [AF09]; [Gro84];
[Gud10]). Dariiber hinaus wird die Anwendung der War-
teschlangentheorie fiir Materialflusssysteme in [Gud76b],
[Fur00] und [Ral98] mit verschiedenen Schwerpunkten
weiter vertieft. Die folgenden Ausfiihrungen beziehen
sich auf die Anwendung der Methoden fiir Stetigforder-
systeme und insbesondere solche mit stetiger Abferti-
gungsart. Stetigfordersysteme sind eine spezielle Auspri-
gung der Fordersysteme, in denen Fordermittel, sog.
Stetigforderer, eingesetzt werden, die bei Forderung von
Stiickgut (diskreten Objekten) einen diskret kontinuierli-
chen Fordergutstrom erzeugen [HSNO7]. Zur Klassifikati-
on der Elemente innerhalb des Fordersystems anhand ih-
rer Eingangs- und Ausgangspunkte fithrt Gudehus den
Begriff des irreduziblen Transportknotens ein (vgl
[Gud75]; [Gud76a]). Elemente mit einem Ein- und Aus-
gang werden als Streckenelemente, mit einem Eingang
und zwei oder mehr Ausgéngen als Verzweigungs- bzw.
Verteilelemente, mit zwei oder mehr Eingédngen und ei-
nem Ausgang als Zusammenfiihrungs- bzw. Sammelele-
mente und solche mit mehreren Ein- und Ausgingen als
Komplexknoten bezeichnet (vgl. [Gro84]; [Gud10]). Die
Begriffe Verzweigungs- und Verteilelement werden im
Folgenden synonym verwendet. Der Typ des Knotens
wird dabei als 2-Tupel unter Angabe der n Eingangs- bzw.
m Ausgangspunkte in der Form (n,m) angegeben. Ent-
scheidend ist dies fiir die Auswahl der geeigneten Berech-
nungsmethode fiir die Leistungsbetrachtung.

2.1 KLASSISCHE DURCHSATZBERECHNUNG

Die klassische Durchsatzberechnung eignet sich fiir
irreduzible Knoten des Typs (1,1) und berechnet den
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Durchsatz A iiber den mittleren Stiickgutabstand s und die
mittlere Fordergeschwindigkeit v wie folgt [AF09]:

2= [ 0

Unter Beriicksichtigung der physikalischen Zusam-
menhénge von Weg, Geschwindigkeit und Zeit ldsst sich
der Abstand s aus (1) in einen zeitlichen Objektabstand
umrechnen. Dieser wird als (mittlere) Zwischenankunfts-
zeit t747 bezeichnet. Damit ergibt sich der Durchsatz als
(vgl. [Gud75]):

1 [ 1 2
tzaz \ZE
Die zuvor beschriebenen Zusammenhinge sind ele-
mentar fir alle weiteren Betrachtungen, da sich mit ihnen,
teilweise in abgewandelter Form, Grundlagen fiir die not-
wendigen Berechnungen ermitteln lassen.

2.2 GRENZLEISTUNGSRECHNUNG

Die Methoden aus dem Bereich der Grenzleistungs-
rechnung konnen auf alle Knoten angewendet werden, bei
denen die Objekte um die Belegung eines Konfliktbe-
reichs konkurrieren. Die Basis bildet die Berechnung des
Auslastungsgrades p, der den tatsdchlichen Durchsatz A
ins Verhéltnis zum maximalen Durchsatz (Grenzdurch-
satz) u setzt (vgl. [AF09]; [Gro84]; [Gud10]):

=— 3

p P (3)
Dieser allgemeine Zusammenhang lésst sich schritt-
weise detaillieren. Wird allgemein ein Knoten mit » Ein-
gingen und m Ausgéngen betrachtet, bilden sich insge-
samt k = n - m Teilstrome, die den Knoten durchlaufen.
Fiir jeden dieser Teilstrome lisst sich eine partielle Grenz-
leistung p; bestimmen, die sich aus dem minimalen Zeit-
abstand tzaz,; von zwei Objekten des Teilstroms i bei

ausschlieBlicher Belastung des Knotens durch diesen
ergibt (vgl. [AF09]; [Gud75]; [Gro84]):

1

Ui =
tZAZO,i

“)

Wenn nun f den von der Abfertigungsstrategic ab-
hingigen Anteil der Auslastung des Knotens durch den
Wechsel der Stromrichtung angibt, lisst sich aus (4) das
allgemeine Materialflussgesetz wie folgt formulieren
[Gro84]:

k

l.

- <1 5
;#i+f< 5)
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Dies bedeutet, dass der Knoten durch die einzelnen
Strome und die beim Wechsel der Stromrichtung anfal-
lenden Schaltprozesse maximal zu 100% ausgelastet wer-
den kann. Dieser Zusammenhang lésst sich in Abhédngig-
keit des Objektdurchlaufs durch den Knoten und der
Abfertigungsstrategie zu den speziellen Materialflussge-
setzen weiter entwickeln. Im Folgenden wird der stetige
Objektdurchlauf bei stochastischer Abfertigungsstrategie
betrachtet. Fiir die anderen Fille sei an dieser Stelle auf
[Gud75], [Gud76a], [Gro84] und [AF09] verwiesen. Die
folgende Formel (6) beschreibt die in [Gud76a] hergelei-
tete Formel fiir den Fall der stetigen, stochastischen Ab-
fertigung in abgewandelter, allgemeiner Form mit verein-
heitlichten Indizes:

k li k k Ai . /1j
Z i Z Z A

Der Unterschied zwischen (5) und (6) besteht darin,
dass der allgemein formulierte Anteil fiir Schaltvorgénge f
durch die bedingten Wahrscheinlichkeiten des Schaltens
von i nach j und des dabei auftretenden Verlustes z;; er-
setzt ist. Im Gegensatz zur klassischen Durchsatzberech-
nung wird folglich die stochastische Ankunftsreihenfolge
der Objekte betrachtet. Wie bereits zuvor beschrieben, be-
schrinken sich die weiteren Ausfiihrungen auf die Be-
trachtung von Verzweigungselementen. Fiir die Korrekt-
heit von (6) wird vorausgesetzt, dass erst bei Ankunft des
Objekts festgestellt wird, in welche Richtung das Objekt
zu fordern ist und ein moglicherweise erforderlicher Um-
schaltvorgang erst zu diesem Zeitpunkt ausgelost wird.
Dies spiegelt sich in der konstanten Verlustzeit z;; wider.
Im Hinblick auf reale Systeme erscheint dies weniger
sinnvoll, da Ublicherweise die Identifikation in ausrei-
chendem Abstand vor dem Konfliktpunkt erfolgt. Insofern
kann der Knoten die erforderlichen Schaltvorgiinge bereits
durchfiihren, sobald das letzte Objekt den Knoten verlas-
sen hat. Obwohl der technische Prozess innerhalb des
Knotens festen Zeiten unterliegt, ist aus Sicht des an-
kommenden Objektes die Abfertigungszeit variabel und
damit abhidngig vom Zeitpunkt seiner Ankunft. Nur im
Falle der maximalen Auslastung kann der Knoten prak-
tisch nicht vorausschauend schalten, da die hierzu not-
wendigen Leerlaufzeiten fehlen. Dieser Umstand l&sst
sich spdter zur Bestimmung eines sinnvollen Betrach-
tungsintervalls von Zwischenankunftszeiten fiir die Unter-
suchung des Stauverhaltens nutzen.

2.3 WARTESCHLANGENTHEORIE

Im Gegensatz zu den zuvor vorgestellten Verfahren,
die im Wesentlichen auf Berechnungen mit Mittelwerten
basieren, ermoglicht die Warteschlangentheorie die Be-
riicksichtigung von dynamischen Effekten mit Hilfe von
statistischen Verteilungsfunktionen. Hierzu wird der War-
teprozess in einem Wartesystem als Ergebnis des Zusam-
menwirkens von Ankunftsprozess und Bedienprozess be-
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schrieben [AF09]. Neben der Beschreibung dieser beiden
Prozesse sind zur Charakterisierung der Eigenschaften ei-
nes Wartesystems mindestens die Angabe der parallelen
Bedienstationen und der Bedienstrategie notwendig. Auf
diesen vier Parametern basiert die Notation von Wartesys-
tem-Modellen nach Kendall, wobei die jeweilige Auspra-
gung typischerweise durch Abkiirzungen angegeben wird
(vgl. [AF09]). Die Grundidee der Warteschlangentheorie
lasst sich anhand des M|M|1|Fifo-Modells nachvollziehen,
welches in [AF09] ausfiihrlich beschrieben wird und von
exponential-verteilten Ankunfts- und Bedienzeiten aus-
geht. Typischerweise mit Hilfe der Warteschlangentheorie
berechnete Kennwerte eines Wartesystems sind die Aus-
lastung, die mittlere Anzahl Objekte in der Warteschlange
und im Wartesystem sowie die mittleren Verweilzeiten in
der Warteschlange oder dem Wartesystem (vgl. [AF09];
[Gud76b]). Wiahrend bei den grundlegenden Betrachtun-
gen einzelne Wartesysteme isoliert betrachtet werden, er-
weitert [Ral98] die Anwendung auf vollstindige Material-
flusssysteme, in dem er Warteschlangennetzwerke bzw.
sog. Blockiernetze einsetzt. Damit ldsst sich fiir bestimmte
Konstellationen der Eingangsparameter der Durchsatz ei-
nes Netzes berechnen. Insgesamt besitzen die dort vorge-
stellten Zusammenhinge eine hohe mathematische Kom-
plexitdt, insbesondere wenn der Ankunfts- oder der
Bedienprozess keiner Exponentialverteilung geniigen.
Auch wenn nach [Ral98] in vielen Féllen der Ankunfts-
prozess in Materialflusssystemen exponentialverteilt vor-
liegt, kann es aufgrund der verwendeten Materialfluss-
technik und der Lastsituation zu getakteten Stromen
kommen. Die ist beispielsweise hinter Zusammenfiih-
rungselementen oder auf Strecken der Fall, auf denen Ob-
jekte auf den technisch bedingten Mindestabstand zu-
sammengefahren werden konnen. Getaktete Strome bzw.
die fiir sie charakteristische konstante Zwischenankunfts-
zeit konnen mit Hilfe einer sog. Dirac-Verteilung be-
schrieben werden, die in der Notation von Wartesystemen
mit D abgekiirzt werden [AF(09]. Das Staurisiko ist bei ge-
takteten Stromen am hochsten, da Verzdgerungen hier
nicht durch schwankende Zwischenankunftszeiten kom-
pensiert werden konnen. Weiterhin problematisch in Be-
zug auf die Anwendung der Warteschlangentheorie fiir
Materialflussknoten ist, je nach Konstellation, die Be-
stimmung der Bedienzeitverteilung, genauer ihres Mittel-
bzw. Erwartungswerts und ihrer Standardabweichung, die
zur Abbildung von generalisierten, allgemeinen Vertei-
lungen (abgekiirzt mit G) notwendig sind (vgl. [AF09];
[Gud76b]). Eine solche Verteilung der Bedienzeit ergibt
sich, wenn die im vorherigen Abschnitt beschriebene An-
nahme beriicksichtigt wird, dass der Knoten vorausschau-
end seine Leerzeiten fiir notwendige Umschaltprozesse
nutzen kann. Die fiir die Verwendung von generalisierten
Verteilungen vorgestellten Zusammenhénge gehen davon
aus, dass sowohl der Erwartungswert als auch die Stan-
dardabweichung bekannt sind. Wahrend sich der Mittel-
wert unter bestimmten Voraussetzungen approximieren
lasst, ist eine Bestimmung der Standardabweichung der
Bedienzeit ohne Auswertung von Real- oder Simulations-

© 2013 Logistics Journal: Proceedings — ISSN 2192-9084
Article is protected by German copyright law

DOI: 10.2195/lj_Proc_jung_de_201310_01
URN: urn:nbn:de:0009-14-37767

daten nicht moglich. Wird trotzdem davon ausgegangen,
dass alle notwendigen Groflen bekannt sind, lasst sich das
fir den beschriebenen Fall der vorausschauenden Um-
schaltung bei getakteter Ankunft ergebende Wartesystem-
Modell des Typs D|G|1 zwar mit den in [Gud76b] vorge-
stellten Methoden beschreiben. Die notwendige Voraus-
setzung der Unabhéngigkeit von Ankunfts- und Bedien-
prozess ist in diesem Fall jedoch nicht gegeben. Im
Hinblick auf die Zielsetzung, der Ermittlung der Anzahl
der verzdgerten Materialflussobjekte, die sich aus der in
[Gud76b] beschrieben Riickstauwahrscheinlichkeit ergibt,
lasst sich durch einfache praktische Versuche nachweisen,
dass sich keine verwertbaren Ergebnisse ermitteln lassen.
An spiterer Stelle wird deutlich, dass ein Knoten mit einer
Auslastung von 70% keine Stauwahrscheinlichkeit von
70% besitzt bzw. zu 30% staufrei ist.

Aus diesen Griinden wird im Folgenden ein mathe-
matisches Verfahren entwickelt, mit dessen Hilfe die An-
zahl der durch Umschaltprozesse in einem Verzweigungs-
element entstehenden Verzdgerungen und die daraus
entstehenden Staus approximativ bestimmt werden kon-
nen. AbschlieBend sei angemerkt, dass der Beitrag nicht
die grundsitzliche Eignung der Warteschlangentheorie
zur Abbildung von Materialflusssystemen in Frage stellt,
sondern lediglich fiir den untersuchten Fall keine zufrie-
denstellende Losung fiir das beschriebene Problem gefun-
den werden konnte.

3  MODELLENTWICKLUNG

Bevor mit der eigentlichen Entwicklung des mathe-
matischen Modells begonnen wird, gilt es, den Begriff des
Staus im Sinne dieses Beitrages genauer zu definieren.
Prinzipiell beschreibt ein Stau die Verzogerung eines Ma-
terialflussobjektes aufgrund des Wartens auf die Abferti-
gung eines oder mehrerer sich vor ihm befindender Ob-
jekte. Unterschieden wird hierbei zwischen stochastischen
und systematischen Staus. Erste werden beispielsweise
durch stochastische Effekte (Zwischenankunftszeiten,
Schaltvorgiinge) verursacht, die eine kurzfristige Uberlas-
tung des Knotens bedingen. Grundsétzlich ist der Knoten
aber in der Lage, innerhalb endlicher Zeit die entspre-
chende Last abzufertigen, d.h. ein stochastischer Stau 19st
sich nach endlicher Zeit wieder auf. Im Mittel muss folg-
lich der Zusammenhang aus (5) bzw. (6) erfiillt sein. An-
dernfalls handelt sich um einen systematischen Stau. Die-
ser wird durch (systematische) Uberlastung des Knotens
verursacht und hat einen unendlich anwachsenden Stau
zur Folge. Systematische Staus miissen folglich fiir den
sinnvollen Betrieb eines Materialflussknotens vollkom-
men ausgeschlossen werden. Wird davon ausgegangen,
dass p; den Anteil des Teilstromes i am Gesamtstrom A
beschreibt, ergibt sich der Teilstrom A; durch folgenden
Zusammenhang:
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Ai=pi-A @)

Werden die die Zusammenhénge (2) und (7) in (6)
eingesetzt und der sich ergebenden Term gleich eins ge-
setzt (entspricht einer Auslastung von 100%), ldsst sich
dieser zur minimal zuldssigen Zwischenankunftszeit
tzaz,,, DEl stetiger, stochastischer Abfertigung auflosen

(vgl. [Sad07]):

K kK k
p.
t2aZmin =Z_l_+zzpi'pj'zij (7
. L . ™

Der beim Umschalten des Knotens von Teilstrom i zu
Teilstrom j auftretende Verlust z;; setzt sich nach [Gro84]
aus der Summe der Zeit fiir den eigentlichen Umschalt-
prozess t;;"° und der Zeit fiir das Erreichen des Aus-

gangspunktes der Richtung j t}’el abziiglich des minima-

len Zeitabstandes zweier Objekte des Teilstroms j, hier als
tzaz,, bezeichnet, zusammen. Fiir die weiteren Betrach-

tungen wird davon ausgegangen, dass t}’ez dem minima-
len Abstand t,, o) entspricht und der Verlust damit allei-
ne aus dem technischen Schaltprozess resultiert (z;; =
t;i™). Die Abfertigungszeit fiir ein Objekt kann demnach
maximal der Summe aus t;;/™ und tzaz,, entsprechen.
Das Minimum der Abfertigungszeit liegt bei tzaz, > Was

der Zeit bei Erreichen der partiellen Grenzleistungen ent-
spricht. Der Zusammenhang (7) ermdglicht folglich die
Ermittlung der unteren Intervallgrenze fiir die Untersu-
chung von stochastischen Staus ermitteln. Zur Ermittlung
einer sinnvollen oberen Grenze sind weitergehende Uber-
legungen notwendig, die im Folgenden angestellt werden.

3.1 GRUNDKONZEPT

Grundlage fiir das entwickelte Modell ist die Annah-
me, dass die Bildung von stochastischen Staus im We-
sentlichen vom Zusammenwirken der Objektreihenfolge
und den daraus resultierenden Umschaltvorgingen sowie
dem Verhiltnis von Zwischenankunfts- und Abferti-
gungszeiten abhédngt, wobei letztere unmittelbar durch die
Umschaltvorgédnge beeinflusst wird. Wie zuvor bereits be-
schrieben, wird eine konstante Zwischenankunftszeit vo-
rausgesetzt. Dadurch wird die Uberlagerung mehrerer
stochastischer Effekte vermieden bzw. auf die Betrach-
tung der stochastischen Ankunftsreihenfolge beschrénkt.
Die minimalen Zeitabstinde sowie die auftretenden
Schaltzeiten seien flir alle Teilstrome gleich. Wird zu-
nichst von einem staufreien Zustand des Knotens aus,
ergibt sich aus der konstanten Zwischenankunftszeit t;,,
und der minimalen Abfertigungszeit tz,z, ein zeitlicher
Puffer t,,s, der fiir Umschaltvorgéinge zur Verfligung
steht, ohne dass nachfolgende Objekte hierdurch verzo-
gert werden:
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Cputter = tzaz — Lzaz, ®

Der Zusammenhang (8) beschreibt dabei den Maxi-
malwert, den t,,4, annechmen kann. Jeder Schaltvorgang
verursacht einen Zeitverlust bzw. eine Reduktion des zur
Verfiigung stehenden Zeitpuffers, der ebenfalls von der
Zwischenankunftszeit, der minimalen Abfertigungszeit
und der Umschaltzeit abhéngt:

tver = min(tZAZ — tZAZo - tums; 0) (9)

Dieses Minimum sorgt dafiir, dass bei ausreichend
groBler Zwischenankunftszeit keine Verluste auftreten.
Praktisch bedeutet dies, dass in diesen Fillen die Zeit-
spanne immer ausreicht, um eine Schaltung ohne Verzo-
gerung eines Objektes durchfithren zu kénnen und somit
kein Verlust auftritt. Die Begrenzung von (9) auf den
Wert null stellt eine sinnvolle obere Schranke fiir t,,, fiir
die weiteren Untersuchungen dar. Der Funktionswert von
tyer ist durch diese Betrachtung immer negativ.

Mit Hilfe von (8) und (9) lésst sich ein funktionaler
Zusammenhang aufstellen, mit dem die kumulierte Ver-
zogerung T (x) nach x hintereinander durchgefiihrten Um-
schaltvorgingen ermittelt werden kann:

T(x) = touffer T X Lyer (10)

Sobald die Funktion einen negativen Wert annimmt,
bedeutet dies, dass das nichste eintreffende Objekt sich
vor dem Knoten staut. Wird im Anschluss an eine Folge
von Schaltungen nicht geschaltet, sorgt dies dafiir, dass
der Zeitpuffer wieder aufgebaut wird. Dabei sorgt jedes
nicht schaltende Objekt fiir einen Zeitgewinn g,

tgew = tzaz — tzaz, (11)

Dieser ist formal identisch zum Zeitpuffer aus (8). Im
weiteren Verlauf ist es jedoch notwendig, die beiden Gro-
Ben voneinander unterscheiden zu konnen, da (8) nur fiir
den Fall gilt, dass sich der betrachtete Knoten im stau-
freien Ausgangszustand befindet. Die Tatsache, dass ein
Objekt nicht schaltet und damit einen Zeitgewinn erzeugt,
bedeutet jedoch unmittelbar, dass das betreffende Objekt
nicht gestaut wird. Mit Hilfe von (9) und (10) lasst sich
die Anzahl der sich stauenden, schaltenden Objekte
Ngtaug () in Abhdngigkeit von der Gesamtzahl der in
Folge schaltenden Objekte x wie folgt bestimmen:

Mstaug (X) = max (l’];f:r)J ; 0) (12)

t
= max (l—p"ffer + xJ ; 0)

ver

Das Abrunden ist erforderlich, da diskrete (nicht teil-
bare) Objekte betrachtet werden. Das Maximum bewirkt,
dass nur der negative Wertebereich von (10) beriicksich-
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tigt wird, da es keinen negativen Stau gibt. Im nichsten
Schritt kann entsprechend die Zahl der folgenden (nicht
schaltenden) Objekte' ngqy s (x) ermittelt werden, die
aufgrund der vorherigen Schaltungen x bis zum Auflosen
des Staus durch diesen verzogert werden:

T(x)

nstauf(x) = max([_ ;0) (13)

tgew

Die Negation des inneren Terms bewirkt lediglich,
dass das Endergebnis ein positives Vorzeichen besitzt.
Maximum und Aufrunden sorgen auch hier dafiir, dass
nur der negative Wertebereich von (10) bzw. diskrete Ob-
jekte betrachtet werden. Die Gesamtzahl der sich stauen-
den Objekte ngq, (x) bei x Schaltungen in Folge lasst
sich anschlieBend als Summe von (12) und (13) berech-
nen:

Nspau(X) = Nstaug (x) + Nstau, (%) (14)

Fir alle 1 < x < oo € Z konnen mit (14) die sich
nach x Schaltvorgéngen stauenden Objekte ermittelt wer-
den. Diese werden fiir die weiteren Berechnungen beno-
tigt, idealerweise in Form eines entsprechenden Vektors

( Ngtqu (1) )
ﬁstau = : (15)

Ngtau ()

Aus praktischen Erwagungen ist die Bestimmung bis
zum oberen Grenzwert nicht notwendig. In der Folge wird
gezeigt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten ei-
ner hohen Anzahl von Schaltungen in Folge praktisch bei
null liegt. Fiir die Approximation der sich von einer Ge-
samtmenge betrachteter Objekte n stauenden Objekte
Nstau yes MUSS der Vektor aus (15) mit dem noch zu ermit-

Nstau*

telnden Wahrscheinlichkeitsvektor 13; fir das Auftreten
einer bestimmten Anzahl schaltender Objekte in Folge
und » multipliziert werden:

nstauges =n- (Ps ' ﬁstau) (16)

An dieser Stelle sei angemerkt, dass das Ergebnis aus
(16) von der zuvor in die Gleichungen (8) bis (11) einge-
setzten Zwischenankunftszeit t,,, abhidngt und somit die
Notation von (16) den Parameter t;4, beinhalten miisste.
Hierauf wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzich-
tet.

' Nicht schaltende Objekte folgen auf ein Objekt desselben
Teilstromes, weswegen keine Schaltung erforderlich ist. Sie
werden im weiteren Verlauf als folgende Objekte bezeichnet.
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3.2 STROMZERLEGUNG

Im néchsten Schritt wird der Vektor F’S bestimmt.
Hierzu wird der Objektstrom zundchst in zwei disjunkte
Mengen von schaltenden und folgenden Objekten zerlegt.
Diese Mengen lassen sich weiter in Teilmengen (Pulks)
zerlegen, die angeben, wie hdufig hintereinander geschal-
tet bzw. nicht geschaltet wird. Die einzelnen Komponen-
ten P;(x) des Vektors 13; geben schlieBlich die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreten einzelner Pulks
schaltender Objekte der Linge x an. Die Nomenklatur
wird an dieser Stelle bewusst so gewahlt, dass die Ein-
trittswahrscheinlichkeit P;(x) klar vom Anteil p; des Teil-
stromes i am Gesamtstrom unterschieden werden kann.
Analog zu P;(x) kann die Eintrittswahrscheinlichkeit
P¢(x) fir Pulks von folgenden Objekten der Linge x be-
stimmt werden. Aus mathematischer Sicht ist dieses Prob-
lem einfacher zu formulieren und wird daher zuerst be-
trachtet. Daflir werden zunichst die notwendigen
Bedingungen formuliert und anschlieend in ein mathe-
matisches Modell iiberfiihrt. Um eine scharfe Trennung
der beiden Grundmengen zu erreichen, ist es wichtig, die
Bedingungen eindeutig zu formulieren. Grundsitzlich
miissen fiir den Fall, dass ein Pulk folgender (nicht schal-
tender) Objekte auftritt, die folgenden Bedingungen erfiillt
sein:

1. Es muss ein Schaltvorgang stattgefunden haben,
d.h. es miissen zwei Objekte unterschiedlicher
Teilstrome aufeinander folgen. Das hintere Ob-
jekt gehore zur Stromrichtung i.

2. Um x-mal hintereinander nicht zu schalten,
miissen direkt dahinter x Objekte derselben
Stromrichtung i folgen.

3. Der Pulk der folgenden Objekte endet dadurch,
dass das Objekt x+/ zu einem anderen Teil-
strom gehort.

Die Wahrscheinlichkeit Pf;(x) dafiir, dass ein Pulk
von folgenden Objekten Stromrichtung i auftritt, berech-
net sich damit wie folgt:

Pri(x) = (1 —p)? - p&H (17)

Durch Summation iiber alle Teilstrome k ergibt sich
die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir Pulks der Lénge x fol-
gender Objekte beliebiger Stromrichtungen:

k
P = (A=p)?p{ (18)

Die Korrektheit des Ergebnisses ldsst sich mit Hilfe
der Gesamtwahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von zwei
Objekten desselben Teilstromes nachweisen, also der
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass kein Schaltvorgang statt-
findet. Hierzu muss zundchst die Wahrscheinlichkeit
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Pr, . (%) dafiir ermittelt werden, dass ein einzelnes, be-

liebiges Objekt des Gesamtstromes zu einem solchen Pulk
des Teilstromes i gehort. Diese berechnet sich durch Mul-
tiplikation von (17) mit der Pulklénge x:

Pfeinzel,i(x) =X" (1 - pi)Z . pi(x+1) (19)

Durch Summation von (19) iber alle 1 <x < o0
ergibt sich die Gesamtwahrscheinlichkeit dafiir, dass bei
Objekten des Teilstromes i nicht geschaltet werden muss.
Es kann gezeigt werden, dass diese unendliche Summe fiir
|p;| < 1 konvergent ist und Folgendes gilt:

[ee]

Py, = Z x (1=p)? p = p} (20)

x=1

Der Term p? stimmt exakt mit der Wahrscheinlich-
keit fiir das Auftreten von zwei gleichen Objekten des
Teilstromes i liberein. Durch Summation von (20) iiber al-
le Teilstrome ergibt sich die Gesamtwahrscheinlichkeit P¢
fiir den Fall, dass nicht geschaltet werden muss:

k k
P = b= ) p @
i=1 i=1

Vergleichsrechnungen mit (20) zeigen bereits bei
vergleichsweise kleinen Endwerten eine gute Anndherung
an den exakten Wert. Dadurch, dass jedes Objekt des Ge-
samtstromes entweder einen Schaltvorgang verursacht
oder nicht, kann aus (21) unmittelbar die Wahrscheinlich-
keit fiir einen Schaltvorgang berechnet werden:

P=1-P (22)

Mit Hilfe von (22) ldsst sich in (29) die Richtigkeit
der Zusammenhinge fiir das Auftreten von Pulks mit
schaltenden Objekten zeigen. Hierfiir miissen jedoch zu-
néchst vergleichbare Regeln wie fiir die nicht schaltenden
Pulks formuliert werden. Ein Pulk von Objekten, bei dem
x Schaltvorginge hintereinander erfolgen, muss die fol-
genden Bedingungen erfiillen:

1. Vor Beginn des eigentlichen Pulks schaltender
Objekte miissen sich zwei Objekte eines Teil-
stroms befinden, d.h. es hat kein Schaltvorgang
stattgefunden.

2. Damit in der Folge x Schaltvorginge hinterei-
nander ausgefiihrt werden, diirfen benachbarte
Objekte nicht zur selben Stromrichtung gehoren.

3. Das Ende des Pulks bilden zwei Objekte dersel-
ben Stromrichtung, d.h. es wird auch hier nicht
geschaltet.

Die Bedingungen 1 und 3 sorgen dafiir, dass eine
Zerlegung des Stromes in eindeutige Teilmengen erfolgt.
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Ohne diese Anfangs- und Endbedingungen konnen ein-
zelne Objekte filschlicherweise einem zu ,.kurzen™ Pulk
zugeordnet werden. Die mathematische Formulierung des
Problems, insbesondere von Bedingung 2, ist deutlich
komplexer als im zuvor betrachteten Fall. Dies liegt da-
ran, dass hier nicht mit einer konstanten Gegenwahr-
scheinlichkeit fiir das jeweils nachfolgende Objekt ge-
rechnet werden kann, sondern diese abhéngig von der
Stromrichtung des aktuellen Objektes bestimmt werden
muss. Um dieses Problem zu veranschaulichen, ist in der
folgenden Abbildung beispielhaft ein Baumdiagramm
moglicher Objektfolgen fiir den Fall dargestellt, dass zwei
Mal in Folge geschaltet wird, es insgesamt drei Strom-
richtungen gibt und die Folge mit zwei Objekten der ers-

ten Richtung beginnt.

Beispielhafte  Objektfolge  fiir
Schalten bei drei Stromrichtungen

Abbildung 1. zweimaliges

Analog zu Abbildung 1 lassen sich entsprechende
Baume fiir den Beginn mit den anderen beiden Stromrich-
tungen erstellen. Wird anstelle der Objekte die Wahr-
scheinlichkeit p; fir ihr Auftreten in den Baum eingesetzt,
entsteht ein Wahrscheinlichkeitsbaum, mit dessen Hilfe
die Wahrscheinlichkeit fiir das zweimalige Schalten in
Folge berechnet werden kann. Die Pfadwahrscheinlichkeit
beschreibt das Produkt aller an einem Pfad beteiligten
Wahrscheinlichkeiten. Die  Gesamtwahrscheinlichkeit
ergibt sich schlieBlich aus der Summe aller Pfadwahr-
scheinlichkeiten. Um allgemein die Wahrscheinlichkeiten
fiir eine beliebige Anzahl von hintereinander ausgefiihrten
Schaltungen x zu bestimmen, miissen fiir den jeweiligen
Fall alle Wahrscheinlichkeitsbdume aufgestellt und die
zugehorigen Wahrscheinlichkeiten berechnet werden. Der
Aufwand hierfiir ist selbst bei Programmierung eines ent-
sprechenden Algorithmus vergleichsweise hoch, da die
Komplexitit der Bidume mit steigendem x exponentiell
zunimmt. Aufgrund der Tatsache, dass sich die Wahr-
scheinlichkeitsbdume fiir x+/ Schaltvorginge durch ge-
schickte Rekombination der Béume fiir x Schaltvorgéinge
zusammensetzen lassen, kann das Problem durch Ent-
wicklung einer Rekursion gelost werden. Den Rekursi-
onsanfang a;(1) beschreibt die folgende Gleichung mit
x=1 und i als Index fir den jeweiligen Teilstrom
1<i<k):
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k

a) = pi-|( D v} |- 23)

j=1

Der Rekursionsschritt wird ebenfalls fiir alle Teil-
strome j berechnet und gilt fiir alle x > 1:

k

a =p-|| Y -1 | -a-D| @4

Jj=1

Die Wahrscheinlichkeit Pg;(x) des Auftretens eines
Pulks von schaltenden Objekten der Lénge x berechnet
sich durch Multiplikation des jeweiligen Funktionswertes
der Rekursion mit der Wahrscheinlichkeit der entspre-
chenden Stromrichtung i wie folgt:

Psi(x) = a;(x) - p; (25)

Praktisch kann die Anwendung der Zusammenhénge
(23) bzw. (24) und (25) beschrieben werden, indem der
jeweilige Wahrscheinlichkeitsbaum der vorherigen Stufe
aufgetrennt wird und nach Hinzufligen einer weiteren
Ebene iiber Kreuz mit sich ergebenden Teilbdumen kom-
biniert wird. Aus (25) ldsst sich durch Summation {iber al-
le Teilstrome die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten ei-
nes Pulks von schaltenden Objekten der Lénge x
berechnen:

k
PO = ) @@ p 26)
i=1
Die Wahrscheinlichkeit Psemzel,i(x), dass ein beliebi-

ges Objekt des Gesamtstromes sich in einem Pulk schal-
tender Objekte der Stromrichtung i der Lange x befindet,
berechnet sich durch Multiplikation von (25) mit der
Pulklénge x:

Pseinzel,i(x) =x: ai(x) ' pi (27)

Durch Summation von (27) iiber alle 1 < x < oo be-
rechnet sich die Gesamtwahrscheinlichkeit Py,. Diese
driickt aus, dass bei Objekten des Teilstromes i geschaltet
werden muss:

[ee]

Po= ) x- a0y (8)
x=1
Aus der Summe von (28) iiber alle Teilstrome ergibt
sich schlieBlich die Gesamtwahrscheinlichkeit P;. Dieser

Wert beschreibt, dass ein Objekt einen Schaltvorgang
durchfiihrt:
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k
R=) PR =1-F (29)
i=1

Aufgrund der Rekursion kann der formale, mathema-
tische Beweis fiir die Gleichheit an dieser Stelle nicht un-
mittelbar gefiihrt werden. In diesem Fall ergibt sich eben-
falls bei Vergleichsrechnungen mit (28) bereits bei relativ
kleinen Endwerten eine beliebig nahe Anndherung an
(29).

Der fiir die weiteren Berechnungen benétigte Vektor

13; wird durch systematisches Einsetzen von Werten fiir
1 < x < o in (26) ermittelt:

P(1)
13S=< : ) (30)
Py(c0)

Da P;(x) fiir x — oo gegen null strebt, ldsst sich eine
sinnvolle Obergrenze fiir x dadurch bestimmen, dass eine
tolerierbare Abweichung zwischen der linken und rechten
Seite von (29) bestimmt wird. Im schlechtesten Fall, d.h.
bei der hochsten Gesamtwahrscheinlichkeit fiir das Schal-
ten, liegt die Abweichung bei einem Endwert von x = 30
in (28) bereits deutlich unterhalb von 1 Promille.

3.3 APPROXIMATION STAUENDER OBJEKTE

Die in den vorherigen Abschnitten hergeleiteten Zu-
sammenhénge ermdglichen die konkrete Berechnung der
Gesamtzahl sich stauender Objekte mit Hilfe von (16).
Auf dieser Basis angestellte Vergleiche mit durch ereig-
nisdiskrete Simulation erzeugten Objektfolgen haben ge-
zeigt, dass insbesondere in Bereichen hoher Auslastung
des Knotens deutliche Abweichungen zwischen Berech-
nung und Simulation existieren. Die Berechnung ermittelt
dabei deutlich zu wenig stauende Objekte. Diese lassen
sich darauf zuriickfiihren, dass bei der Berechnung der
stauenden Objekte in (12) und (13) davon ausgegangen
wird, dass bei Beginn der Schaltvorginge kein Stau exis-
tiert und somit der Zeitpuffer ¢,z vollstindig genutzt
werden kann bzw. nach Ende der Schaltungen wieder
vollstindig aufgebaut wird. Zum besseren Verstindnis
wird im Folgenden die Entwicklung des Zeitpuffers in
Abhingigkeit der eintreffenden Objekte grafisch darge-
stellt. Die gewéhlten Parameter entsprechenden denen aus
Szenario 1 in Abschnitt 4.1. Abbildung 2 auf der nichsten
Seite zeigt das Verhalten beispielhaft fiir fiinf Schaltvor-
génge in Folge. Die Anzahl stauender Objekte gemdf3 der
Zusammenhinge (12) bis (14) ldsst sich aus der grafi-
schen Darstellung direkt entnehmen, da ein negativer
Zeitpuffer gleichbedeutend mit der Verzogerung des je-
weiligen Objektes ist. Die auf diese Weise ermittelte An-
zahl stellt gleichzeitig das Minimum der sich stauenden
Objekte und damit den besten zu erwartenden Fall dar.
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eintreffende Objekte
Abbildung 2. Entwicklung des Zeitpuffers in Abhdngigkeit der
eintreffenden Objekte bei fiinf Schaltvorgdingen
und maximalem Zeitpuffer (t,,5.,,~max.)

Mit zunehmender Auslastung des Knotens steigt je-
doch die Wahrscheinlichkeit, dass wihrend eines beste-
henden Staus ein Pulk schaltender Objekte am Knoten
eintrifft und somit der Zeitpuffer nicht oder nur teilweise
zur Verfiigung steht. Dabei kdnnen, abhingig von der in-
dividuellen Objektreihenfolge des ankommenden Stro-
mes, praktisch beliebig viele Félle eintreten. Um diese
Félle mathematisch beschreibbar zu machen, wird ver-
sucht, sie auf einen besten und einen schlechtesten Fall zu
reduzieren und iiber eine prozentuale Gewichtung dem
»realen Fall anzundhern. Zur Beschreibung des schlech-
testen Falls konnen ebenfalls (12) und (13) verwendet
werden, indem t,,4, < 0 gesetzt wird. Die folgende Ab-
bildung 3 zeigt die Entwicklung des Zeitpuffers in Ab-
hingigkeit der eintreffenden Objekte fiir fiinf Schaltungen

in Folge, wobei beispielhaft t, g =-0,2 gesetzt wurde.

Dies entspricht einem zu Beginn der Schaltserie noch ne-
gativen Zeitpuffer aufgrund von vorherigen Staus.

0 $R~<
e T2, a 4 [
N N

* AN I

2 . X .
—_ e .,
2 ~. I3
@ ™ ;
£ / x schaltend
g- -
= ¢ folgend
T 5
~

&

4

Ngau(5)=5+2=7

-8
eintreffende Objekte

Abbildung 3. Entwicklung des Zeitpuffers in Abhdngigkeit der

eintreffenden Objekte bei fiinf Schaltvorgdingen
und Zeitpuffer <0 am Beispiel t,,5,,~-0,2

Dieser Fall gilt fiir alle Fille, bei denen sich bereits
Objekte gestaut haben, unabhingig von ihrer Anzahl. An-
ders gesagt vergroBert sich die Anzahl stauender Objekte
bei bereits bestechendem Stau immer im gleichen Mafle.
Dies soll die folgende Abbildung 4 noch einmal verdeutli-
chen. Sie zeigt die Entwicklung der Pufferzeit in Abhén-
gigkeit der eintreffenden Objekte bei zwei Schaltserien
von jeweils flinf Schaltvorgéingen. Zu Beginn der ersten
Schaltserie betragt der Zeitpuffer tpge=-0,2. Zu Beginn

der zweiten Schaltserie betrégt t,ysger=-2,5. Es wird folg-
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lich bei bestehendem Stau erneut geschaltet. Prinzipiell
entspricht dies der zweifachen Ausfiihrung des in Abbil-
dung 3 dargestellten Falles mit dem Unterschied, dass zu
Beginn der zweiten Ausfithrung tp, g deutlich kleiner ist.
Wie aus dem Vergleich der Abbildungen 3 und 4 ersicht-
lich ist, ergibt dies in der Gesamtzahl der stauenden Ob-
jekte keinen Unterschied.

/
X schaltend

® folgend

Zeitpuffer [s]
IS

Nstau(5+5)=5+1+5+3=14 :'0//
eintreffende Objekte

Abbildung 4.  Entwicklung des Zeitpuffers in Abhdngigkeit der

eintreffenden Objekte bei zweimal fiinf Schalt-
vorgdngen und t,,p,=-0,2 bzw. ty,m,=-2,5

Aufgrund der Gestalt der zugrunde liegenden Zu-
sammenhénge (12) und (13) kann zudem gezeigt werden,
dass mit Hilfe von t,,, = 0 die korrekte Anzahl stauen-
der Objekte fiir alle Fille von t,,, 4, < 0 ermittelt werden
kann. Rechnerisch lassen sich damit alle Fille fiir
tpurer < 0 auf den Fall ¢4 = 0 reduzieren. Fir Werte
von tp,mr> 0 ldsst sich eine vergleichbare Reduktion
nicht durchfiihren. Lediglich der Fall, dass der maximale
Puffer gemdf3 (8) zur Verfiigung steht ist, ist als bester
Fall von den anderen Fillen klar unterscheidbar. In der
Realitdt wird die sich ergebende Anzahl gestauter Objekte
zwischen dem besten und dem schlechtesten Fall liegen,
was im Folgenden auf das mathematische Modell iibertra-
gen wird. Der Faktor p, sei dabei in der Realitdt ver-
gleichbar mit der Wahrscheinlichkeit, dass wéhrend eines
bestehenden Staus eine neue Serie von Schaltungen be-
ginnt. Weiterhin sei n}; 4, (x) die Anzahl der sich im bes-
ten Fall stauenden Objekte, was das zu erwartende Mini-
mum darstellt. Zur Bestimmung mit Hilfe von (14) wird
die Pufferzeit nach (8) in die Zusammenhinge (12) bzw.
(13) eingesetzt.

Die sich im schlechtesten Fall stauenden Objekte bei
x Schaltungen in Folge seien mit ng.,, (x) beschrieben.
Die Ermittlung erfolgt an dieser Stelle analog, wobei die
Pufferzeit in (12) bzw. (13) gleich null gesetzt wird. Beide
GroBen konnen, wie fiir den allgemeinen Fall in (15) dar-
gestellt, in Vektorform dargestellt werden. Die Gesamt-
zahl der sich stauenden Objekte ergibt sich damit durch
Erweiterung von (16) wie folgt:

=g =
Nstauges = N [Ps (Or * Mstau

+ (1 - pr) ! ﬁ;tau)] (30)
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Der Faktor p, ist dabei noch unbekannt und kann
bisher durch praktische Experimente approximiert wer-
den. Um einen allgemeingiiltigen, funktionalen Zusam-
menhang fiir p,- zu finden, wird eine gezielte Variation der
relevanten Eingangsgroflen durchgefiihrt. Anstelle der
Zwischenankunftszeit wird bei der Suche des funktionalen
Zusammenhanges der Betrag des Schaltverlust [t,,,| als
Argument genutzt, da dieser als relativer Wert aus den {ib-
rigen Parametern gebildet wird. Hierbei hat sich gezeigt,
dass Potenzfunktionen der folgenden Gestalt fiir die Be-
schreibung von p,. eine mogliche Néherung liefern:

Dr(tyer) =@ (tver)b (€29)

Die Parameter a und b bestimmen dabei Lage und
Kriimmung der Funktion und ermdglichen damit die An-
passung des Verlaufs an die experimentell ermittelten
Werte. Problematisch bei dieser Anpassung ist jedoch,
dass der fiir p, experimentell ermittelte Verlauf je nach
Eingangsparametern Sprungstellen bzw. ein nicht mono-
tones Verhalten aufweist. Diese sind mathematisch darauf
zuriickzufithren, dass innerhalb der Vektoren #ig,, an
diesen Stellen in den ersten Komponenten ein oder mehre-
re Nullen wegfallen (vgl. (33), links), d.h. die Anzahl
moglicher Schaltungen ohne Verursachen eines Staus
wird geringer. In Verbindung mit den vergleichsweise ho-
hen Wahrscheinlichkeiten flir kurze Schaltserien ergibt
sich damit ein hoher Anstieg der sich stauenden Objekte,
der nur durch Senkung von p, kompensiert werden kann.

1 o .
/A
0,9
L1 TH ]
0,7
—— P,=0,66
06 Py=0,62
305 /\ P=0,58
04 —— P=0,54
' / A ! / P=0,50
03 / / \/ = Py=0,42
02 / == P=0,34
0,1 %
o _

O 07 of &1 o Y A2 A2 A WD A 22 40
ter 5]

Abbildung 5.  Bsp.: Experimentell ermittelter Verlaufvon p,
bei Variation von P

Dieser Effekt ist in Abbildung 5 bei P,=0,42 und
P,=0,34 erkennbar. Die zunichst naheliegende Vermu-
tung, dass sich iiber die Schaltwahrscheinlichkeit eine
sinnvolle Grenze fiir die Nutzung einer Potenzfunktion als
Niherung fiir p, formulieren ldsst, kann nicht allgemein-
giiltig bestitigt werden. Die eigentliche Ursache ist nicht
die Schaltwahrscheinlichkeit selbst, sondern die Tatsache,
dass mit abnehmender Schaltwahrscheinlichkeit die Aus-
lastung des Knotens sinkt und damit eine hohere Grenz-
leistung bzw. geringere Zwischenankunftszeiten realisier-
bar sind. Ubertragen auf die in Abbildung 5 verwendete
Verlustzeit konnen dadurch bei geringeren Schaltwahr-
scheinlichkeiten kleinere Zwischenankunftszeiten und
damit hohere Verlustzeiten auftreten, bevor der Knoten
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iiberlastet wird. Die zuvor beschriebenen Sprungstellen
t,er ergeben sich rechnerisch wie folgt:

tums

x+1)

Praktisch bedeutet dies, dass bei Verlustzeit t,., <
tyer(x) mehr als x Schaltvorgénge zu einer Staubildung
fiihren oder umgekehrt, dass nur bei sehr kleiner Verlust-
zeit eine hohe Anzahl an Schaltvorgéingen nicht zu einer
Staubildung fiihrt. Fiir das Beispiel aus Abbildung 4
ergibt sich eine solche Sprungstelle bei t;,,(1)=1,85s.
Fiir x>/ sind die Sprungstellen aufgrund des gewéhlten
Rasters von 0,1s und ihrer marginalen Hohe nicht erkenn-
bar. Mit Hilfe der berechneten Sprungstellen ldsst sich
prinzipiell innerhalb der stetigen Bereiche eine Funktion
fiir p,- durch (31) mit angepassten Parametern @ und b be-
schreiben. Aus praktischen Gesichtspunkten erscheint es
jedoch wichtiger, tendenzielle Aussagen zur Anwendung
mathematischen Modells aus Abbildung 5 abzuleiten. Da-
bei kann der Faktor p, als notwendige Anpassung zwi-
schen den sich im besten Fall und den sich ,tatsdch-
lich* stauenden Objekten verstanden werden. Ubertragen
auf Abbildung 5 bedeutet dies, dass fiir kleine Werte von
tyer mit p.=0 vergleichsweise gute Néaherungen fiir die
Anzahl stauender Objekte ermittelt werden kdnnen. Diese
sind umso besser, je geringer die Schaltwahrscheinlichkeit
P; ist. Im Rahmen des folgenden Abschnitts wird dies an-
hand konkreter Beispiele gezeigt. Fiir reale Anwendungen
kann zudem das zu betrachtende Intervall der Zwi-
schenankunftszeiten deutlich verkleinert werden, da Fille,
in denen sich ein hoher Anteil der Objekte staut, fiir den
Realbetrieb nicht sinnvoll erscheinen. Abschlieend ldsst
sich festhalten, dass mit (30) ein grundsétzlich geeigneter
Zusammenhang flir die Approximation der Anzahl sich
stauender Objekte vor Verzweigungselementen mit getak-
teter Objektankunft existiert, der unter bestimmten Vo-
raussetzungen die notwendige Ergebnisgiite fiir die Phase
der Grobplanung liefert.

trer (X) = (32)

4 BERECHNUNGSBEISPIEL

Die in Kapitel 3 vorgestellten Zusammenhénge wer-
den im Folgenden beispielhaft auf ein stetiges Verzwei-
gungselement angewendet. Dieses teilt einen ankommen-
den Objektstrom auf drei Teilstrome auf. Die fiir die
Berechnungen notwendigen Parameter des Knotens sind
in Tabelle 1 auf der nichsten Seite zusammengefasst, wo-
bei zwei unterschiedliche Szenarien untersucht werden.
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Tabelle 1. Parameter des Verzweigungselements der Beispiel-

Szenarien
Szenario | p; | P2 | P3| tzaz, | tums
[s] | [
1 05 |04]01] 08 | 37
2 0,8 |01 0,1 0,8 3,7

Es werden jeweils n=100.000 Objekte betrachtet
und aufgrund des Umfangs nur ausgewihlte Zwischener-
gebnisse dargestellt.

4.1 SZENARIO 1

Zunéchst lasst sich mit Hilfe von (7) die minimal und
mit (9) die maximal zu betrachtende Zwischenankunfts-
zeit berechnen. Daraus ergibt sich das Betrachtungsinter-
vall fiir den konkreten Fall als t,,, € [2,946;4,5]. Da die
Ermittlung der Vektoren 7ig; 4, von der betrachteten Zwi-
schenankunftszeit abhingt, wird dies exemplarisch an-
hand von tz3;=3,5s gezeigt. Entsprechend ergeben sich
tpuffer=2,7s und t,,,=1,0s. Damit ergeben sich die Vek-

toren 7,4, und 7i5; 4, wie folgt:

0 2
0 3
1 5
2 6
N 3 - 7
n;-tau = 5 Nstau = 9 (33)
6 10
7 1.1
o o

Die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir einen Schaltvor-
gang P; betrdgt nach (22) 0,58. Mit Hilfe der Zusammen-
hénge (23) bis (26) lasst sich der benétigte Wahrschein-
lichkeitsvektor (30) ermitteln:

0,0882
0,0583
0,033178
0,020435
= 0,01195362
Fe = 0,00725327 (34)
0,00428395

0,00258159

=0
Fiir die weiteren Berechnungen wird die Anzahl der
maximalen Schaltungen in Serie auf 30 begrenzt. Dies
fiihrt im konkreten Fall bei P; zu einer Abweichung von
1-1077. Damit ldsst sich nun die Anzahl sich stauender
Objekte ermitteln. Das Minimum ergibt sich durch Ein-
setzen von p,=0 in (30) zu:
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Nstauges = 1 [P * Meau] = 23.169 (35)

Bezogen auf die Gesamtzahl der betrachteten Objekte
stauen sich folglich mindestens 23%. Im Vergleich zur
experimentell ermittelten Anzahl der sich stauenden Ob-
jekte von 32.599 ist dies eine Abweichung von ca. 10%.
Durch eine Funktionsanpassung konnte fiir Szenario 1 die
folgende Funktion als geeignete Approximation fiir p, be-
stimmt werden:

Pr(tyer) = 0,155 (tver)3'73 (36)

Mit t,..=1,0s nach (9) ergibt sich p,=0,155. Wird
dies in (30) eingesetzt, berechnet sich die Gesamtzahl sich
stauender Objekte wie folgt:

=n-[B (0,155 - flsqu
+(0,845) - 10| = 33.791

nstauges

(37

Somit entsteht gegeniiber dem experimentell ermittel-
ten Wert lediglich ein Fehler von ca. 1%. An dieser Stelle
sei angemerkt, dass sie Approximation iiber alle betrach-
teten Zwischenankunftszeiten durchgefiihrt wurde und
sich, je nach eingesetztem Wert, Abweichungen nach
oben oder unten ergeben konnen. Bezogen auf die Ge-
samtzahl sich stauender Objekte kommt es innerhalb des
betrachteten Intervalls bei Berechnung der Mindestanzahl
zu Abweichungen von bis zu 50%, bei Nutzung der Ap-
proximation von bis zu 2%. Abbildung 6 stellt die Ent-
wicklung der Anzahl stauender Objekte in Abhdngigkeit
der Zwischenankunftszeit grafisch dar. Es ist ersichtlich,
dass die Abweichung zwischen dem mit Hilfe von (35)
berechneten Minimum und der Approximation geméal
(37) mit steigender Zwischenankunftszeit immer geringer
wird. Fir tz4;>3,7s ergibt sich eine Abweichung unter-
halb von 5%. Dies ist fiir eine Grobplanung von ausrei-
chender Genauigkeit ist. Wird aus den Zwischenankunfts-
zeiten die rechnerische Auslastung des Knotens gemalf (6)
ermittelt, entspricht dies einem Bereich <80%, der bei rea-
len Anwendungen im Normalfall nicht iiberschritten wird.

100.000
90.000 \
80.000 \
70.000 \
60.000 \
50.000 \
40.000 \
30.000 \

—o—Experimentell

Nstauges

&~ Approximiert

Minimum
20.000 -
10.000 -
~
o=
’qu@ Y P o,(? o;\\ PR SN »
tzaz [s]
Abbildung 6.  Gesamtzahl sich stauender Objekte Szenario 1
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Ein Anteil sich stauender Objekte oberhalb von 20%
erscheint zudem fiir reale Anwendungen ebenfalls nicht
sinnvoll.

4.2 SZENARIO 2

Das zweite Szenario unterscheidet sich lediglich
durch eine veridnderte Aufteilung des Gesamtstroms auf
die einzelnen Teilstrome. Es wird so verdndert, dass ein
Teilstrom dominant und die Schaltwahrscheinlichkeit
dadurch vergleichsweise gering ist. Fiir Szenario 2 kann
durch die stark ausgepréigten Sprungstellen von p, keine
geeignete Approximation gefunden werden. Aus diesem
Grund wird lediglich die minimale Anzahl sich stauender
Objekte mit p,=0 analog zu Abschnitt 4.1 ermittelt. Alle
weiteren Zwischenschritte werden entsprechend Abschnitt
4.1 durchgefiihrt. Diese ist in Abbildung 7 in Abhéngig-
keit der Zwischenankunftszeit dargestellt.

100.000
90.000
80.000

70.000

% 60.000
% 50.000
<

40.000

g

—e—Experimentell

—4—Minimum
30.000

20.000
10.000
0

N

tzaz [s]

Abbildung 7. Gesamtzahl sich stauender Objekte Szenario 2

Das Betrachtungsintervall ist in diesem Fall groBer,
da sich aufgrund der geringeren Schaltwahrscheinlichkeit
kleinere =~ Zwischenankunftszeiten realisieren lassen
(tzaz € [2,058;4,5]). Aus Abbildung 7 ist ersichtlich,
dass die Abweichungen insgesamt deutlich kleiner sind
als bei Szenario 1, prinzipiell aber ebenfalls mit sinkender
Zwischenankunftszeit ansteigen. Die Abbildung zeigt je-
doch auch, dass die ermittelten Werte fiir t;4;=>3,0s eine
gute Néherung darstellen. In diesem Bereich sind die Ab-
weichungen < 7%, wobei die Auslastung des Knotens bei
etwa 70% liegt. Die Problematik bei der Approximation
aufgrund der Sprungstellen ist ebenfalls sichtbar. Ab-
schlieBend ldsst sich festhalten, dass bei diesem Szenario
ebenfalls die Gesamtzahl der sich stauenden Objekte fiir
eine Zwischenankunftszeit im Realbetrieb deutlich ober-
halb von 3,0s spricht. Fiir diesen Bereich konnte gezeigt
werden, dass das entwickelte Verfahren fiir die Grobpla-
nung ausreichend genaue Werte liefert.

S ZUSAMMENFASSUNG UND FAZIT
Im Rahmen des Beitrages wurde ein mathematisches

Modell entwickelt, dass die Gesamtzahl der sich stauen-
den Objekte vor einem stetigen Verzweigungselement bei
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getakteter Objektankunft beschreibt. Das in diesem Rah-
men entwickelte Verfahren zur Zerlegung des Objekt-
stroms in Serien von schaltenden und nicht-schaltenden
Objekten liefert fiir den Fall zufdllig eintreffender Objekte
genaue Ergebnisse. Die Verkniipfung der auf diese Weise
ermittelten Wahrscheinlichkeiten mit den im jeweiligen
Fall sich stauenden Objekten liefert, je nach Kombination
der relevanten Kenngrofien, unterschiedlich gute Ergeb-
nisse. Es wurde versucht, diese Giite durch weitere Detail-
lierung des Modells zu verbessern. Hierbei konnten teil-
weise sehr gute Ergebnisse erzielt werden. Obwohl das
Modell bisher keine Allgemeingiiltigkeit besitzt, konnte
gezeigt werden, dass es fiir im realen Betrieb relevante
Fille eine ausreichende Ergebnisgiite fiir die Phase der
Grobplanung liefert. Das Verfahren liefert somit einen
wichtigen Hinweis auf die Verdnderung der Stromcharak-
teristik von Materialfliissen aufgrund der technischen Pro-
zesse in Materialflussknoten. Hieraus lassen sich unmit-
telbar Empfehlungen fiir die Systemgestaltung ableiten.
Falls moglich sollte das Verhéltnis von Schalt- und Zwi-
schenankunftszeiten so gewahlt werden, dass es gar nicht
erst zu Verzogerungen durch Schaltprozesse kommt. Falls
dies nicht mdglich ist, lassen sich mit Hilfe des Verfah-
rens sinnvolle Unter- bzw. Obergrenzen fiir beide Zeiten
bestimmen. Im Hinblick auf die Leistungsverfiigbarkeit
und die damit verbundene Ermittlung von Soll-Laufzeiten
liegt der Fokus weiterer Arbeiten auf der Ermittlung der
zu erwartenden (zeitlichen) Verzogerungen aufgrund von
Staus. Auflerdem soll das Stauverhalten vor weiteren,
technischen Auspragungen von Materialflussknoten, insb.
vor Zusammenfithrungselementen detailliert untersucht
werden. Hier gilt es zu priifen, inwiefern die bestehenden
Verfahren auf diesen Fall anwenden lassen oder sich das
in diesem Beitrag vorgestellte Verfahren sinnvoll iibertra-
gen bzw. adaptieren lasst.

FORDERHINWEIS

Die in diesem Beitrag vorgestellten Ergebnisse wur-
den im Rahmen des Teilprojekts C1 ,,Analytische Metho-
den fiir die Berechnung der Leistungsverfiigbarkeit kom-
plexer Materialflusssysteme® des Paketantrags 672
erarbeitet, der von der Deutschen Forschungsgemein-
schaft DFG unter Kennzeichen (HO 2403/8-1) gefordert
wird.
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