DOI 10.2195/LJ_proc_piepenburg_de 201108 _01
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Abstract: Am Lehrstuhl fir Maschinenelemente und Technische Logistik der Helmut-
Schmidt-Universitat wurde ein neuer Modellierungsansatz zur Leistungsberechnung
von Lagersystemen entwickelt. Das Modell basiert auf der mathematisch
analytischen Berechnung der mittleren Spielzeit und ermdglicht die Berlcksichtigung
weitgehend beliebiger Lagerstrategien. Bei der Modellentwicklung wurden der lokale
Auslastungsgrad sowie die lokale Verweildauer der einzelnen Lagerfacher als
zentrale Einflussgrof3en auf die Systemleistung identifiziert.

Das Modell erméglicht erstmals die Einflisse dieser beiden grundlegenden Grofien
analytisch zu beschreiben und damit tiefere Einsichten in die wesentlichen
Wirkzusammenhange zu gewinnen.

1 Einleitung

Automatisierte Lagersysteme verursachen hohe Kosten durch den Lagerbetrieb aber
auch durch die Abschreibung der Investition. Deshalb wird seit langem versucht die
logistische Systemleistung nicht nur durch eine Steigerung der Leistungsfahigkeit der
eingesetzten Technik, sondern insbesondere durch ausgefeilte Lagerstrategien d.h.
durch eine intelligente Zuordnung der Lagereinheiten zu den Lagerfachern zu
erhdéhen. Die Auswahl der fur den jeweiligen Anwendungsfall richtigen Lagerstrategie
ist einerseits von groRer Bedeutung flr die Wirtschaftlichkeit des Lagersystems und
andererseits keinesfalls trivial. Voraussetzung hierfur ist die Madglichkeit,
verschiedene Lagerstrategien objektiv vergleichen und bewerten zu konnen. Dieses
kann mithilfe von Computersimulationen unter definierten Einsatzszenarien
geschehen. Tiefere Einsichten in die wesentlichen Zusammenhange zwischen den
Einflussparametern und der Zielgréle Umschlagsleistung lassen sich dabei jedoch
nur schwer gewinnen. Das in diesem Zusammenhang entwickelte Modell soll im
folgenden Beitrag vorgestellt werden.

2 Grundlagen zum Lager

2.1 Stochastische EinflussgroBRen im Lager

Einige der in einem Lager auftretenden Parameter kénnen durch
Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschrieben werden. Im vorliegenden Beitrag sind
das insbesondere die Fahrzeitverteilung und die Verweildauerverteilung.
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Die Dichtefunktion der Fahrzeitverteilung gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit welcher
eine bestimmte Spielzeit t; bei einem Einzelspiel eintritt. Die Wahrscheinlichkeit
nimmt bei chaotischer Lagerung mit steigendem ts linear zu (vgl. Abb. 1), weil die
Anzahl von Lagerfachern mit gleicher Spielzeit mit zunehmendem Abstand vom
Ubergabepunkt wachst. Voraussetzung hierfir ist, dass das Verhaltnis von
Lagerhbhe zu Lagerbreite dem Verhaltnis von Hubgeschwindigkeit zu
Fahrgeschwindigkeit gleicht.

Die Verweildauer eines Artikels ist bei bestimmten Lagerstrategien Entscheidungs-
grundlage, in welches Lagerfach (LF) der Artikel eingelagert wird. Da die
Verweildauer des Artikels jedoch zum Einlagerungszeitpunkt unbekannt ist, liegt die
Verweildauerverteilung idealerweise aufgrund von Erfahrungswerten vor. Die
Verweildauerverteilung gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine bestimmte
Verweildauer eintritt, sodass — abhangig von der verwendeten Lagerstrategie — der
Einlagerungsort fur die Lagereinheit (LE) bestimmt werden kann. Die Interpretation
der Verweildauerverteilung soll im Folgenden anhand einer gleichverteilten
Verweildauer erfolgen.
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Abbildung 1:  Dichtefunktion der Abbildung 2:  Unterschiedliche Gleichverteilungen
Fahrzeitverteilung der Verweildauer

Wenn eine ZufallsgroRe (in diesem Fall die Verweildauer) gleichverteilt ist, besteht
fur jede mogliche Verweildauer die gleiche Eintrittswahrscheinlichkeit. Abbildung 2
zeigt drei Dichtefunktionen einer Gleichverteilung. Liegt eine Gleichverteilung wie bei
1 vor, so unterscheiden sich die Verweildauern im Sortiment kaum. Bei stark
unterschiedlichen Verweildauern hat die Dichtefunktion der Gleichverteilung den
Verlauf 3.

2.2 Lagerstrategien

Als Lagerstrategien werden Verfahren bezeichnet, nach denen ein Lagerfach fur die
Einlagerung ausgewahlt wird. Gangige Lagerstrategien sind beispielsweise die
chaotische Lagerung, die Kirzeste-Fahrzeit-Strategie oder die ABC-Zonierung. Bei
der chaotischen Lagerung werden ankommende Ladeeinheiten zufallig Lagerfachern
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zugewiesen, sodass fur jedes Lagerfach die gleiche Wahrscheinlichkeit besteht,
angefahren zu werden. Die Kurzeste-Fahrzeit-Strategie (KFZ) hingegen wahit
unabhangig vom einzulagernden Artikel immer den Lagerort mit dem kurzesten
Fahrweg aus. Wird das Lager in Zonen eingeteilt, spricht man oftmals von einer
ABC-Zonierung. Innerhalb einer Zone werden nur Ladeeinheiten mit definierten
Attributsauspragungen eingelagert [tHoO8]. Eine weitere Lagerstrategie, die in der
Praxis bislang kaum Anwendung findet, ist die dynamische Zonierung. Die
dynamische Zonierung wurde von Michael Glass entwickelt. Glass geht davon aus,
dass die Verweildauerverteilung der Artikel sowie die Fahrzeitverteilung im Lager vor
Einlagerung bekannt sind. Um den Lagerort eines ankommenden Artikels zu
bestimmen wird dessen Verweildauerquanti mit dem Quantil in der
Fahrzeitverteilung gleichgesetzt. Uber die Inverse der Fahrzeitverteilungsfunktion
lasst sich schliel3lich die Fahrzeit zu dem gesuchten Lagerort flir den Artikel
berechnen (vgl. Abb. 3 und Gl. 2.1) [Gla08]:

t- =F(F, () (2.1)
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Abbildung 3: Verweildauerverteilung des Artikels (links) und die Fahrzeitverteilung des Lagers (rechts)

In dem vorliegenden Beitrag finden die chaotische Lagerung und die dynamische
Zonierung nach Glass Anwendung.

3 Modell zur Leistungsberechnung

3.1 Voraussetzung und Annahmen zur Modellbildung

Die Leistung eines Lagers wird durch die mittlere Spielzeit charakterisiert. Die
Spielzeit eines Lagerfaches ist die Zeitdauer, die fur die Ausfuhrung eines
Arbeitsspiels, d.h. einer Aus- oder Einlagerung bendtigt wird. Das Arbeitsspiel ist
dabei eine zyklische Wiederholung von einzelnen Arbeitsoperationen. Werden die fur
die Arbeitsoperationen bendtigten Zeitanteile addiert, ergibt sich die Spielzeit fur ein
bestimmtes Arbeitsspiel. Diese Zeitanteile werden in wegabhangige und weg-
unabhangige Zeitanteile unterschieden. Die Spielzeit hangt im Wesentlichen von der
Lange des beim Transportvorgang zuruckzulegenden Weges ab. Somit ist die
Spielzeit fur jedes Lagerfach unterschiedlich, sie wird als spezielle Spielzeit
bezeichnet [Bru09].
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In dem entwickelten Modell kénnen zeitliche Schwankungen nicht betrachtet werden.
Bei den in dem Modell verwendeten Grofen handelt es sich um zeitliche Mittelwerte,
sodass nur stationare Zustande durch das Modell beschrieben werden konnen.

Zunachst wird nur eine einzelne Regalflache modelliert. Das Modell kann jedoch auf
mehrere Regalflachen erweitert werden. Die modellierte Regalflache besteht aus M x
N gleichgrolien Lagerfachern (vgl. Abb. 4).
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Abbildung 4: modellierte Regalflache Abbildung 5: Zykluszeit eines Lagerfachs

Jedes Lagerfach ist eindeutig durch seine Indizes i, j gekennzeichnet. Fur jedes
Lagerfach sei die Spielzeit ts;, die Verweildauer t,; und der Auslastungsgrad pj
bekannt.

Der Auslastungsgrad pj beschreibt das Verhaltnis der Zwischenankunftszeit taj
(Zykluszeit) und der Verweildauer t;

py =" (3.1)

Die Zwischenankunftszeit setzt sich dabei aus der Verweildauer einer Lagereinheit
und der Zeitdauer teerij, in der das Lagerfach leer ist, zusammen. Abbildung 5 zeigt
den typischen Zyklus, den jedes Lagerfach durchlauft. Die Zeitanteile zwischen
Einlagerung und Auslagerung sowie die Leerzeit kdnnen bei jedem Zyklus variieren.
Es gilt also:

tAij = tvij +t|eerij (3.2)

Hieraus folgt durch Umstellen von GI. 3.1 und anschliel3endes Einsetzen in Gl. 3.2:

t. 1-p.
9% =—- und L :i

Pij P

1 (3.3) +(3.4)

Vij

Um die Anfahrwahrscheinlichkeit P; eines Lagerfaches ij zu bestimmen, wird die
Regalflache als eine Parallelschaltung vieler (genauer M x N) Bedienstationen
aufgefasst (vgl. Abb. 6).

© 2011 Logistics Journal : Proceedings — ISSN 2192-9084 Seite 4



DOI 10.2195/LJ_proc_piepenburg_de 201108 _01

Einlagern

Eingangs- Ausgangs-

?“in = 66 R*c;ut = 3“’ges
durchsaiz A, durchsatz A,

Abbildung 6: Regalflache als Bedienstation

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine ankommende LE ins Lagerfach LF; eingelagert

A
wird, ergibt sich aus dem relativen Durchsatz — - des Lagerfaches.

ges

Es qilt also:
|:i>j :i (3.5)
Ages

Der zeitlich gemittelte Durchsatz A; ist der Kehrwert der Zwischenankunftszeit ta; des
Lagerfaches

1
Jy==

(3.6)

Alj
Durch das Aufsummieren aller Einzeldurchsatze erhalt man den Gesamtdurchsatz
durch die gesamte Lagerflache

Age =22 A = An = Ay (3.7)
i

Der ortlich gemittelte Durchsatz A, ergibt sich, wenn man den Gesamtdurchsatz auf
die Anzahl M x N der Lagerfacher in der Lagerflache bezieht.

Ages

ﬂ'm:E(;iij):M.N

(3.8)

3.2 Leistungsberechnung mit einem diskreten Modell

Die mittlere Spielzeit tsm ist ein Mittelwert fur die beim Einzelspiel bendtigte Zeitdauer.
Sie ist der Erwartungswert der speziellen Spielzeiten fur die einzelnen Lagerfacher:

te =2, D Pty (3.9)
i

Mit Gleichung 3.5 folgt:
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M N /7'1
tsm:ZZ,TJ' ; (3.10)

1 M N .
tm=m'22%'tgj (3.11)

i=1 j=1

A
Der Quotient ii kann als lagerfachabhangiger Einflussfaktor gedeutet werden.

m

Durch Ruckfuhrung der Lagerfachdurchsatze A; auf die UrsprungsgrofRen t; und pj
(vgl. Gl. 3.3 und 3.6) erhalt man:

P
Z—lz j=1 —t Sij
t

t (3.12)

sm pl
Z _12 N—lt J

3.3 Leistungsberechnung mit einem stetigen Modell
Durch den Grenzibergang zu unendlich vielen Lagerfachern (N — o, M — o) kann

eine Kontinuierung des Problems durchgefiihrt werden. Somit werden die
Lagerfacher bei gleichbleibender Regalflache infinitesimal klein. Unter der Annahme,
dass alle Lagerfacher gleich gro3 sind, ergibt sich die Breite eines Lagerfaches aus
der Lange L dividiert durch die Anzahl M der Lagerfacher in x — Richtung:

Ax:ﬁ , limAx=dx (3.13)+(3.14)

M —oo

Entsprechendes gilt fur die Hohe eines Lagerfaches:

Ay:% , leAy dy (3.15)+(3.16)
- — L AX Ay (3.17)
MN L H
Durch Einsetzen in (3.10) und Kontinuierung von A;j und tsj erhalt man:
/Lj — ﬂ(X, y)1 tsij %ts(x1 y)
_ 1w AY)
t., = H szoy_ 7 -t,(X, y)dxdy (3.18)

aus (3.12) folgt schlief3lich:
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”LH p(x.Y) ts(x, y)dxdy

00 (x,y)

Ho p(Xy)
J J. x=0y=0 tv ( X, y) dXdy

mit p; — p(XY), L = t,(xY)

tg = (3.19)

3.4 Leistungsberechnung mit einem klassiert diskreten Modell

In jedem Lager gibt es Klassen von Lagerfachern die hinsichtlich der relevanten
Grolen gleiche Werte aufweisen. Diese Facher liegen auf einer gemeinsamen Linie,
der sogenannten Isolinie. Eine Isolinie verbindet alle Punkte (bzw. LF), flr die man
von einem bestimmten Punkt aus (z.B. der Ubergabepunkt in einem Lager) die
gleiche spezielle Einzelspielzeit bendtigt [Arn09]. Es werden daher M Teilmengen K
von Lagerfachern gebildet. Fur alle Elemente einer Klasse sind die Werte der
Auslastung p; , der Verweildauer t, und der Spielzeit ty gleich groR3.

Es gilt:
Pij = Px
Vke[LM, ] A
t, =t
b Vi, je K,
tsij =1l

Die Anzahl der Lagerfacher (Elemente) der Klasse Ki sei die Haufigkeit hy. Die
relative Haufigkeit der Klassen ist dann:

_ho
h, N (3.20)

Mit Gleichung (3.12) erhalt man durch die Klassierung:
o,
Zk hk,rel tiktsk
— vk

t =
Zk hx,rel tpk
vk

sm

(3.21)

3.5 Leistungsberechnung mit einem klassiert kontinuierlichen Modell

Nimmt man eine weitere kontinuierliche Verfeinerung der Klassierung bis zum
Grenzfall M, — < vor, so kann die Zuordnung der Klassen nicht mehr durch den
Index k erfolgen. Hierfir wird ein stetiger Parameter bendétigt. Da die Klassierung

ublicher Weise anhand der Spielzeit ts erfolgt, bietet es sich an, die relevanten
Parameter in Abhangigkeit von der Spielzeit ts darzustellen:
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pk — p(ts)l tyk — tv (ts)

Bei wachsendem M strebt die Klassenhaufigkeit hg bzw. hi et gegen null. Diese muss
daher auf die Klassenbreite Ats bezogen werden:

. h»<,re| _
Jim AL foolts) (3.22)

hk,rel

Im Grenzubergang M, — < strebt der Quotient gegen die Dichtefunktion der

Spielzeitverteilung bei chaotischer Lagerung. Der Quotient wird im Folgenden als
geometrischer Spielzeitfaktor bezeichnet.

Der geometrische Spielzeitfaktor lasst sich mit Hilfe der Dichtefunktion der
Spielzeitverteilung (vgl. Abb. 7) bei chaotischer Lagerung bestimmen. Es gilt:

ts — tsmin
st (ts) = stmax ) t v ts € [tsmin ’tsmax] (3.23)

smax  “smin

fsomax Wwird mit Hilfe der Bedingung bestimmt, dass die Flache unter der
Dichtefunktion 1 sein muss:

f —t =1 (3.24)

sOmax (tsmax smin)

N |-

Sf =2 (3.25)

om
i (tsmax _tsmin)

Damit ergibt sich fur die Dichtefunktion:

2-(t. -t
(t (s_tsmln))2 (326)

Far die weiteren Berechnungen mit dem Leistungsmodell wird eine
Variablensubstitution mit der Hilfsvariablen T durchgefuhrt. Die Substitution
ermdglicht eine Integration im Wertebereich 0< 7 <1. Die Dichtefunktion wird damit
in den Ursprung verschoben und normiert (vgl. Abb. 7). Die Dichtefunktion in
Abhangigkeit der Hilfsvariablen zeigt Gleichung 3.27.

st (ts) =
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falt)} 5 A

................... , 2-1‘
! fo(r)=—"——
SO() t t

smax smin

(3.27)

—
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Abbildung 7: Geometrische Verteilung der Spielzeit

Mit den dargestellten Ubergéngen fir M, — « folgt aus der Bestimmungsgleichung
(3.21):

J‘ttsmax fSO (tS) p(tS) tSdtS

smin t t
tsm = t > ((;)) tsmin < ts < tsmax (328)
J Sn_jax fSO (ts) P > dts
tSI’T'III'] tV (ts)

tsmin UNd tsmax Sind die obere und untere Grenze des Wertebereichs der Spielzeit ts.
Nach der Variablensubstitution erhalt man:

J‘; st (T);O(T)(tsmin + Ats -T)dT t t
_ 1V(T ) = mit 7= s tsmin _ (3.29)+(3.30)
i fso(T) P dr tsmax _tsmin

t,(7)

3.6 Modellvalidierung anhand der chaotischen Lagerung

Die Modellvalidierung erfolgt anhand der chaotischen Lagerung. Fur die Berechnung
der mittleren Einzelspielzeit bei chaotischer Lagerung liegt eine analytische Formel
vor, die die Spielzeit in Abhangigkeit der BewegungsgroRen des Fordermittels bei
parallelem Bewegungsablauf sowie konstanten Zeitanteilen fur die Lastaufnahme
und Lastabgabe und der Lagerausmalde bestimmt. Bei Gultigkeit des Modells zur
Leistungsbestimmung muss das Ergebnis fur die mittlere Spielzeit mit dem Ergebnis
der bekannten analytischen Formel Ubereinstimmen. Die analytische Formel fur die
mittlere Einzelspielzeit bei chaotischer Lagerung lautet:

tsmzm+2to+ﬂ-L (3.31)

2 3 u
mit  tka  konstanter Zeitanteil fur das Auslagern
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tke konstanter Zeitanteil fir das Einlagern

2t Zeitanteil fur 2 x Beschleunigen und Abbremsen
L Lagerlange

u Maximalgeschwindigkeit Fahren

Fur die Berechnung nach dem Leistungsmodell werden zunachst die einzusetzenden
Funktionsparameter bestimmt. Bei der Einlagerung nach chaotischer Strategie
werden die Verweildauern des einzulagernden Artikels nicht berlcksichtigt. Daher ist
die Verweildauer im Mittel Gber die Regalflache als konstant anzusehen. Gleiches gilt
fur die Auslastung, da diese bei der Einlagerung nach chaotischer Strategie nicht
bertcksichtigt wird. Nach Einsetzen in Gl. (3.29) erhalt man:

1 2t
JOt—t ) tp ) (tsmin + (tsmax _tsmin) ) T)dT
tsm = J‘l 57 ' de_ (3.32)
0 tsmax _tsmin tv
Orzdr
tsm = tsmin + (tsmax _tsmin) e (3.33)

Nach Losen der beiden Integrale erhalt man schlieflich:

-t +2L

. 3.34
sm 7 Ssmin T ( )

Der Zeitanteil tsmin setzt sich aus dem konstanten Zeitanteil und den beiden
Zeitanteilen fur die Beschleunigung zusammen. Damit ist die Gdultigkeit der
Berechnung der mittleren Spielzeit nach dem Leistungsmodell fir den Spezialfall der
chaotischen Lagerung nachgewiesen.

4 Leistungsberechnung fiir die dynamische Zonierung bei
gleichverteilter Verweildauer

Die Leistungsberechnung soll im Folgenden auf die dynamische Zonierung von
Glass angewendet werden. Es wird eine gleichverteilte Verweildauer angenommen.
Gemal der dynamischen Zonierung werden die Quantile der Fahrzeit- und
Verweildauerverteilungsfunktion  gleichgesetzt. Es liegt die geometrische
Spielzeitverteilung vor. Die erforderliche Fahrzeitverteilungsfunktion F-(z) entspricht

der Verteilungsfunktion F,(7)des geometrischen  Spielzeitfaktors  f(7).Die

Verweildauer wird in Abhangigkeit von t bestimmt.
Es qilt:

Fo(?)=F,() (4.1)
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= tv (T) :tvmin +Atv ) Tz mit Atv =tvmax _tvmin (42)

Bei der Lagerstrategie “dynamische Zonierung“ ist die Auslastung p fur alle
Lagerfacher gleich grof3, sodass p als konstant angenommen werden kann. Es liegt
der geometrische Spielzeitfaktor f(z) vor. Die ermittelten Parameter werden

anschlielend in das Leistungsmodell (vgl. Gl. 3.29) eingesetzt. Nach Vereinfachung
erhalt man [BroO1]:

J-l dr
ot +At -7°
t,. =t +Af -—x00 Y 4.3
sm smin s J.l rdr ( )

01:vmin +Atv ’ TZ

t . At
2-(1- /m-arctan v
( Atv ( 1:vmin ))
tsm = tsmin + Ats ) (4.4)
InthaX

v min

Die Gleichung fur die mittlere Spielzeit setzt sich nun aus der Summe von tsmin und
Ats zusammen, wobei Ats mit einem Faktor multipliziert wird, der sich nach Lésen des
Nenner und des Zahlerintegrals und anschlie®ender Division ergibt. Dieser Faktor
wird im Folgenden als Einflussfaktor « bezeichnet. Er gibt die Leistungsfahigkeit
einer Lagerstrategie an. Bei chaotischer Lagerung ist der Einflussfaktor gleich 2/3.
Tabelle 1 zeigt die Ergebnisse fur den Einflussfaktor bei Variation des Intervalls fur
die Verweildauer. Intervall 1 beschreibt den chaotischen Grenzfall, denn t, ist nahezu
konstant, sodass nach der dynamischen Zonierung annahernd chaotisch eingelagert
wird. Ein grof3es Intervall (vgl. Intervall 3) erwirkt einen niedrigen Einflussfaktor und
damit eine kurze mittlere Spielzeit. Die Strategie “dynamische Zonierung® erzielt bei
stark unterschiedlichen Verweildauern im Sortiment folglich die besten Ergebnisse.

t At Einflussfaktor «

vmax v

1. |1 11 0,1 0,66
2. |1 11 10 0,5
3. 11 1001 1000 | 0,275

Tabelle 1: Ergebnisse fiir den Einflussfaktor

5 Zusammenfassung und Ausblick

Bei der Modellentwicklung hat sich gezeigt, dass die Leistungsberechnung von
Lagerstrategien anhand weniger Parameter erfolgen kann. Dabei wurden der lokale
Auslastungsgrad der einzelnen Lagerfacher sowie die Verweildauer der
Lagereinheiten in den Lagerfachern als zentrale EinflussgroRen auf die
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Systemleistung identifiziert. Beide GroRen werden durch die Lagerstrategie
entscheidend beeinflusst.

Erste Ergebnisse der Leistungsberechnung machten das Optimierungspotenzial der
dynamischen Zonierung gegenuber der chaotischen Lagerung deutlich und
konstatierten den signifikanten Einfluss der Verweildauer auf die mittlere Spielzeit.

Mit der EinfGhrung der dynamischen Zonierung wurde bereits ein Fortschritt in der
Reduzierung der mittleren Spielzeit erzielt. In weiteren Schritten sollte die
Auswirkung der Auslastung der Regalflache auf die mittlere Spielzeit untersucht
werden. Die Auslastung der Regalflache flieRt bislang nicht in die Strategie
“‘dynamische Zonierung® ein, obwohl diese - nach heutigem Kenntnisstand - einen
wesentlichen Einfluss auf die mittlere Spielzeit hat. Eine weitere Steigerung der
Lagerleistung durch die Kombination der dynamischen Zonierung mit der Kirzesten-
Fahrzeit-Strategie ist infolgedessen zu erwarten.
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